Feladat 1. Egy G csoport g1 és g2 elemeit konjugdltnak nevezzik (jelolés: g1 ~ g2),
ha van olyan h € G elem, melyre h=!g;h = go. Mutassa meg, hogy ~ ekvivalencia
rel4cié.
Megoldas: Harom dolgot kell leellendrizni:
o Reflexivitds: minden g € G esetén g=1"1-g-1 =g, gy g ~ g.
e Szimmetrikussag: Ha g ~ g2, akkor valamely h-ra h=lg1h = go, ekkor
(h1)"Lgah™t = hh~lgihh ™t = gy, ezért g3 ~ g1.
e Tranzitivitds: Ha g1 ~ g és go ~ g3, akkor valamely hi,ho elemekre
hitgihy = g2 6s hy *gaho = g3, amikor is (h1ha) " g1(h1he) = hy *hy *hihg =
h;lgghg = g3, tehat g1 ~ g3.

Feladat 2. Mik a konjugdltsdghoz, mint ekvivalencia reldciéhoz tartozé osztalyozas
elemei a V, illetve a Q csoportok esetén?

Megoldas: A V Abel-csoport, és Abel-csoportban a konjugdltsag az egyenlOség
relécio, hiszen h=tgoh = goh ™ h = go. Az osztalyozas: {{1}, {i}, {5}, {k}}.

Nézzik a Q-t: 1 és —1 minden elemmel felcserélhetd, ezért ezeket barmivel
konjugalva ¢nmagukat kapjuk. Ha az i elemet az 1, —1, i, —i elemek valame-
lyikével konjugdljuk, i-t kapunk (mert ezek i-vel feleserélhetdk). Az i j-vel vald
konjugéltja: j~lij = (—j)ij = —jij = ijj = —i. Kiszdmithat6, hogy az i kon-
jugdltja a —j, k, —k elemek barmelyikével szintén —i. Igy i osztélya {i,—i}. Ha-
sonléan lathatd, hogy {j,—j}, {k,—k} konjugdltsdgi osztélyok. Az osztalyozas:

{{1}7 {_1}7 {iv _i}, {jv _j}v {k’ _k}}

Feladat 3. frjuk fel a kovetkez6 graf automorfizmusainak csoportjat miivelettablaval:
X2 Y2

X1 Y1

Megoldas: Az X1, X2, Y1, Y2 cstcsokat minden automorfizmus egymasba
viszi, hiszen ezek az els6foku cstucsok. Jél lathatd, hogy ezen csucsok képei egyértelmiien
meghatarozzak az automorfizmust. Feltétel még, hogy az X1 és az X2 cstuicsok képei
vagy az X1 és az X2, vagy az Y'1 és az Y 2 csiicsok legyenek valamilyen sorrendben.
Erre 8 lehet6ség van:
2X1—>X17X2—>X2,Y1—>Y1,Y'2—>Yv2
ZXl—)Xl,XQ—)XQ,Yl—>Y'2,}/2—)Y1
5X1—>X2,X2—>X1,Y1—)Y1,Y2—>Y2
1X14)X2, XQ‘)Xl,Yl‘)}/Q,Yég)Yl
2X1—>Y1,X2—>Y2, Y1—>X1,Y2—)X2
ZX1—>Y1,X2—>Y2,§/1—>X27Y2—>X1
ZXl—)YQ,XQ—)Yl,Yl—)Xl,}/é—)XQ
1X1—>}/2,X2—>5/1,}/1—>X27Y2—>X1

Ezeket az automorfizmusokat igy szorozhatjuk 6ssze, mintha négyelemii alaphal-
maz permutacioi volnanak:
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Feladat 4. Tekintsiik a kovetkez6 miivelettablaval megadott csoportot:

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
o(3 2 5 14 12 0 11 15 13 4 6 17 16 9 1 10 8 7
112 3 14 5 13 1 15 11 12 8 7 10 9 16 0 17 4 6
2|15 14 1 0 9 2 10 17 16 13 15 6 4 8 3 7 12 11
3|14 5 0 1 16 3 17 10 9 12 11 7 8 4 2 6 13 15
4 (15 13 17 16 1 4 O 9 10 11 12 8 7 3 6 2 5 14
5/0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
6 113 15 16 17 10 6 9 0 1 5 14 2 3 7 4 8 11 12
7112 1 9 10 17 7 16 1 0 14 5 3 2 6 8 4 15 13
§ |1 12 10 9 0 8 1 16 17 15 13 4 6 2 7 3 14 5
9|7 8 11 12 14 9 5 13 15 6 4 16 17 0 10 1 2 3
(8 7 12 11 15 10 13 5 14 2 3 1 0 17 9 16 6 4
11,9 10 8 7 6 1 4 3 2 0 1 5 14 15 12 13 17 16
12110 9 v 8 2 12 3 4 6 17 16 13 15 14 11 5 0 1
317 16 6 4 3 13 2 8 7 10 9 12 11 5 15 14 1 0
41 0 3 2 8 14 7 6 4 16 17 15 13 12 5 11 9 10
1516 17 4 6 7 15 8 2 3 1 0 14 5 11 13 12 10 9
66 4 15 13 5 16 14 12 11 7 8 9 10 1 17 0 3 2
174 6 13 15 11 17 12 14 5 3 2 0 1 10 16 9 7 8

Adjuk meg ennek a csoportnak a Cayley-grafjat.

Megoldas: Kételemil generdtorrendszert valasztunk: {9,
nyi a dolgunk, hogy a csoport alaphalmazanak minden eleméhez rendeljunk egy
cscsot, s minden elemhez tartozé csticsbdl irdnyitsunk egy zold élet az elem (cso-
portbeli) 9-szereséhez tartozé csticsba, és egy narancs élet a 11-szereséhez tartozd

csucsba.
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Megoldas: Vilasszunk egységelemet, legyen ez a 4. A csoport generatorrendszerét
azok az elemek fogjak alkotni, amelybe megy él az egységelembdl. Ezek: 10, 7, és
3. A csoport minden eleme felirhaté ezek szorzataként: megnézziik, hogy hogyan
jutunk el a 4-es csicsbol az adott csicsba szines éleken, és ez az Ut mutatja a
felirast. Miutn megvan ez a felirds, tudunk tetszéleges elemeket szorozni, mert ezt
visszavezettik 10-zel, 7-tel, illetve 3-mal val6 szorzasok elvégzésere, ami kiolvashatd
az abrab 1. fgy a rendek is kiszamithatéak. A csoport 16 rendi, igy minden elem
rendje 2-hatvany. Elég lesz inden elem négyzetét kiszamolnunk, abbdl a rendek
leolvashatok.

e Az l-es csics a 4-esbé elérheté KEK-ZOTLD-NARANCS tton. Tehat 1 =

3-10-7,6s1-1=1-3-10-7, ami elérhetd 1-bl KEK-ZOLD-NARANCS
uton. Tehat 1-1 =8.
Mivel 2= 10-10-10=10"%2.2=10"2=8.

3.3 =4, hiszen a KEK korok kettd hossztak.
Az egységelem elsérendii.
Mivel 5=7"1.10,5-5=5-7"1.10=8.



Mivel 6=3-7,6-6=6-3-7=4.
-7 =8.
Mivel 8 = 7-7, 8 -8 = 7% = 4, hiszen a narancs korok 4 hossziak.
Mivel 9=10-10-3,9-9=9-10-10-3 =4.
-10=8.
Mivel 11 =771 11-11=7"2=8.
Mivel 12 =3-1071,12-12=12-3- 107! = 4.
Mivel 13=3-10,13-13=13-3-10=4.
Mivel 14 =7-10,14-14=14-7-10 = 8.
Mivel 15=3-7-10,15-15=15-3- =38.

Mivel 0 =3-7"1,0.-0=0-3-7"1 =4.

Tehat a csoportban egy elsé-, 7 mésod-, és 8 negyedrendii elem van.



